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1. Relaciones de Ejercicios

1.1. Conexién por arcos

Ejercicio 1.1.1. Muestra que cualquier esfera de R™, n > 2 es arcoconexa con la
topologia usual.

Es decir, queremos ver que S™ es arcoconexa para n > 1.
(notemos que S = {x € R : ||z|]| = 1} = {—1,1} no es un conjunto arcoconexo).

Para ello, sea n > 2, sabemos que S™ \ {p} (con p € S") es homeomorfa a R"~!,
que es un conjunto arcoconexo por ser convexo (es una espacio vectorial). Como
la arcoconexion es una propiedad topoldgica, esta se conserva por homeomorfismo,
luego S™ \ {p} es un conjunto arcoconexo, Vp € S".

Tomando N = (0,...,0,1),S =(0,...,0,—1) € S*, podemos ver S” como unién
de dos conjuntos arcoconexos:

S" = (S"\{N}) U (S"\ {5})
no disjuntos:
(S"\{N}) N (S"\{5}) =S"\{N, 5}
Por lo que S™ es un conjunto arcoconexo, Vn > 2.

Ejercicio 1.1.2. Demuestra que si {A;};c; es una familia de arcoconexos de X tales
que todos intersecan a uno de ellos, es decir,

A;NA, #0, Viel,
entonces |J A; es arcoconexo.
i€l
Sean z,y € |J A;, entonces existen i,j € I de forma que x € A; y y € A;. Como
i€l
AN A, AN A, # 0, podemos tomar a € A;NA;, ybe A;jNA,;.

109

= A; es un conjunto arcoconexo con r,a € A;, por lo que existe un camino, «,
que une x con a.

» A; también es un conjunto arcoconexo con y,b € A;, por lo que existe un
camino, /3, que une y con b.

» Ademsds, A;, es un conjunto arcoconexo con a,b € A;,, por lo que existe un
tercer camino, 7, que une a con b.



Topologia II 1.1. Conexién por arcos

De esta forma, podemos tomar:

o= an(1+5)

Que es un camino que une x con y. Como x e y eran arbitrarios, podemos unir

cualesquiera dos puntos de |J A;, por lo que dicho conjunto es arcoconexo.
iel

Figura 1.1: Forma de unir dos puntos cualesquiera.

Ejercicio 1.1.3. Sea X un conjunto, zo € X, y consideramos la topologia (del
punto incluido) dada por

T={UcCX:zo0€U}U{0}
JEs (X, T) arcoconexo?

Si: sea x € X, veamos que la aplicacién « : [0, 1] — X dada por

0={, Sichy  vebs

es continua. Sea U € T":

» Si U =0, entonces o (U) =0 € 7;“0 1

» SizgcUyax¢U,entonces a ' (U) =]Y2,1] € 7L|[0 I

» Sizg,z € U, entonces aH(U) =[0,1] € 7;’[0 1

Como la preimagen de cualquier conjunto abierto es abierta, tenemos que « es con-
tinua, luego es un arco que une x con .

Ahora, si x,y € X, tenemos que existen «, 5 : [0, 1] — X de forma que « une z con
oy B une y con xp; por lo que a % 8 es un arco que une x con y. Como x e y eran

arbitrarios, concluimos que X es arcoconexo.
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Ejercicio 1.1.4. Demustra que en R" con la topologia usual, todo abierto conexo
es arcoconexo. | Es cierto que todo cerrado conexo de R" es arcoconexo?

En teoria vimos que:

Es conexo

Un conjunto es arcoconexo <= .
Todo punto admite un entorno arcoconexo

Sea U un abierto conexo de (R",7,), falta ver que todo punto suyo admite un en-
torno arcoconexo en la topologia inducida en U para ver que U es arcoconexo. Para
ello, sea x € U, como U es abierto existe r € RT de forma que B(z,r) C U. B(x,r)
es un conjunto arcoconexo por ser convexo, luego es un entorno arcoconexo de x
en U. Como z era un punto arbitrario de U, todo punto suyo admite un entorno
arcoconexo, y como U era conexo, tenemos que U es arcoconexo.

Ahora, no es cierto que todo cerrado conexo de R™ es arcoconexo, ya que si consi-
deramos f : RT — R dada por:

(@) = sen (1) Vo € RY

T

Tenemos que

C=Gr(f) ={(z, f(x)) : x e RT} = Gr(f) U ({0} x [-1,1])

es un conjunto cerrado y conexo (se vio en Topologia I) pero que no es arcoconexo,
puede probarse por un razonamiento similar a un ejemplo visto en teoria.

1 y

0,5

—0,5 |

—1 1

Figura 1.2: Dibujo de la adherencia de la gréfica de f(x).

Ejercicio 1.1.5. Prueba que la componente arcoconexa de un punto x, esté conte-
nida en la componente conexa de x.

Sea (X, T) un espacio topolégico, zg € X y C la componente arcoconexa de zg en
X, en particular tenemos que C' es un conjunto arcoconexo, luego es conexo, por
lo que esta contenida en la componente conexa de z, al ser esta el mayor conjunto
conexo que contiene a .

7 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Topologia II 1.1. Conexién por arcos

Ejercicio 1.1.6. En R con la topologia de Sorgenfrey, esto es, la topologia que tiene
como base

Bs ={[a,b) CR:a < b},

determina sus componentes arcoconexas.

En Topologia I vimos que las componentes conexas de la topologia de Sorgenfrey
eran los conjuntos de puntos unitarios {z}, ya que si tenemos un conjunto A C R
con al menos dos puntos distintos x e y (suponemos x < y), entonces en la topologia
inducida en A podemos considerar los abiertos:

de forma que U,V # (), UUV = Ay UNV = (), por lo que A (cualquier conjunto con
al menos dos puntos distintos) es disconexo, luego las componentes conexas han de
ser los conjuntos unitarios, ya que los conjuntos unitarios son conexos en cualquier
topologia.

Como las componentes arcoconexas se encuentran contenidas en las componentes
conexas, no queda mas salida que las componentes arcoconexas de la topologia de
Sorgenfrey sean los conjuntos unitarios.

Ejercicio 1.1.7. Sea f : X — Y un homeomorfismo entre espacios topoldgicos.
Demuestra que A C X es una componente arcoconexa de X si y solo si f(A) es una
componente arcoconexa de Y. Deduce que el nimero de componentes arcoconexas
es invariante por homeomorfismos.

Sea A C X una componente arcoconexa de X, veamos que f(A) es una compo-
nente arcoconexa de Y. Para ello, por reduccién al absurdo, si f(A) no fuera una
componente arcoconexa de Y podria ser por dos razones:

» f(A) no es un conjunto arcoconexo, algo que llevaria a una contradiccién, ya
que se vio que la imagen por una funciéon continua de un conjunto arcoconexo
era arcoconexa.

» Porque existe B C Y un conjunto arcoconexo distinto de f(A) de forma que
f(A) € B C Y. En dicho caso, si aplicamos f~! en la anterior inclusién
tenemos que:

) =Ac (B cX

Por lo que tenemos f~!(B), un conjunto arcoconexo! distinto de A que contiene
a A, luego A no era una componentes arcoconexa de X, contradiccién.

En definitiva, si A C X es una componente arcoconexa entonces f(A) también lo
es de Y. Ahora, si f(A) es una componente arcoconexa de Y, basta aplicar que f~!
también es un homeomorfismo para concluir que f~!(f(A)) = A es una componente
arcoconexa de X.

Sea Z un espacio topoldgico, notaremos en este ejercicio:

I'y ={U C Z : U es una componente arcoconexa de Z}

Ipor ser imagen por una funcién continua de un conjunto arcoconexo.
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Recuperando el homeomorfismo f : X — Y, definimos

P FX — FY
U — [f(U)

s O estd bien definida (es decir, f(U) € T'y paraU € I'y), ya que hemos visto que
la imagen de una componente arcoconexa de X es una componente arcoconexa

de Y.

s & es inyectiva, ya que si U,V € I'x con f(U) = f(V), entonces por ser f
inyectiva tenemos que U = V.

» & es sobreyectiva, ya que si W € 'y, entonces f~1(W) € 'y, con:

Por ser ® biyectiva concluimos que |I'x| = |T'y|; es decir, el nimero de componentes
arcoconexas es invariante por homeomorfismos.

Ejercicio 1.1.8. En X =R x {0, 1} se considera la topologia que tiene por base
B = {]a,b[ x {0,1} : a < b}.
Demuestra que X es arcoconexo. ;Es X homeomorfo a R con la topologia usual?

Sean o = (z,a), 8 = (y,b) € X, vamos a tratar de crear un arco que una « con f3:
» Sia="b, entonces v : [0,1] — X dada por:
v(t) = (1 —t)x + ty,a) vt € [0, 1]
Es una aplicacién continua, ya que si tomamos B = |a,b[x{0,1} € B, tenemos:
v 1(B) = v (Ja,b] x {0}) abierto de [0, 1]

Ya que el conjunto Ja, b] x {0} es un abierto para la topologia usual y « es una
aplicacion continua para la topologia usual.

» Sia=(0,0)y S =/(0,1), entonces si tomamos v : [0,1] — X dada por:

_fa sio<t<L
W)_{ﬁ silfz<t<1

tenemos que 7y es continua, ya que si B = ]a, b[ x {0,1} € B, tenemos que:

. 0 s10¢]a,b
7 (B):{ 0,1] si 0 € Ja, b

» Una vez discutidos dichos casos, suponemos ahora que oo = (x,0) y 5 = (y, 1)
(en caso contrario, sustituimos los papeles de a y [3), en cuyo caso:

e Sabemos de la existencia de un arco v que une « con (0,0).
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e Sabemos de la existencia de un arco 7 que une (0,0) con (0, 1).

e Sabemos de la existencia de un arco 7 que une S con (0, 1).
Si consideramos el arco v * (7 * 7) obtenemos un arco que une « con f.

Por tanto, X es arcoconexo, ya que somos capaces de unir cualesquiera dos puntos
distintos de X por un arco.

Ahora, para responder a la pregunta de si (R, 7,) es homeomorfo a X, la respuesta
es que no, y tenemos dos formas de justificar la respuesta:

Opcidn 1. Sabemos que (R,7,) es T2 por ser un espacio topolégico metrizable,
mientras que podemos probar que X no es T2, ya que no existen ningin
par de abiertos disjuntos uno conteniendo a (0,0) y otro conteniendo a (0, 1),
puesto que si U es un abierto de X que contiene a (0,0), entonces como B es
una base, existen a,b € R de forma que:

(0,0) €]a,b[ x {0,1} c U

Sin embargo, tendriamos entonces que (0, 1) € Ja, b[ x {0,1}, de donde (0, 1) €
U, por lo que X no es T2 y como ser T2 es una propiedad topoldgica, dichos
espacios no pueden ser homeomorfos.

Opcion 2. Otra forma seria suponer que son homeomorfos, con lo que existe un
homeomorfismo f : R — X. Sea p € R, resulta entonces que R \ {p} es
homeomorfo a X \ {(p,0)}, pero:

= R\ {p} no es arcoconexo.

= X\ {(p,0)} si es arcoconexo, ya que podemos hacer que cualquier curva
“salte” a (p,1) sin perder su continuidad, con lo que podemos seguir
conectando dos puntos cualesquiera.

Ejercicio 1.1.9. En R? con la topologia usual, calcula las componentes arcoconexas
de
X ={z,y,2) eR’ 1 ayz = 1}

Notemos que como zyz = 1, ninguno de ellos puede ser igual a 0, por lo que:

1
X:{(x,y,z)€R3:z:—, xy?éO}
Ty
Si tomamos:
I'={(z,y) eR*:ay #0} =R* x R*
y definimos f : ' — R dada por:

fx,y) = x—ly V(z,y) €T

Tenemos que X = Gr(f). Por tanto, definiendo i : I' = X por:
hz,y) = (z,y, f(z,y))  V(z,y) €T
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Obtenemos (como vimos en Topologia I) un homeomorfismo entre I' y X. Como I'
tiene 4 componentes arcoconexas:

Rt x RY, Rt xR~ R™ xR, R xR~

y las componentes arcoconexas se convervan por homeomorfismos tal y como aca-
bamos de ver en el ejercicio 7, tenemos que:

h(R* x RT), h(RT x R7), h(R™ x R7), h(R™ x R™)
son las componentes arcoconexas de X.

Ejercicio 1.1.10. En R? con la topologia usual consideremos las rectas horizontales
A, = R x {i/n}, B, = R x {~1/n} y el eje de ordenadas menos el origen, esto es,
C' = {0} x (R\ {0}). Calcula las componentes conexas y arcoconexas de

X = (U An) U <U Bn> UCU{(1,0)}.

neN neN
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1.2. El grupo fundamental

Ejercicio 1.2.1. Prueba que en un espacio topolégico simplemente conexo X, dos
arcos cualesquiera «, € Q(X, z,y) son homotdpicos por arcos.

Sean a, € Q(X,xz,y), tenemos que « * 3 es un lazo basado en z, y por ser X

simplemente conexo tenemos que [a * B} = [e,], de donde:

o] x [8] = [ax 8] = [ea) = o] = [8)

Ejercicio 1.2.2. Sean X un subconjunto de R” y f : X — Y una aplicacién. De-
muestra que si f se puede extender a una aplicacién continua F': R™ — Y, entonces
f« es el homomorfismo trivial, es decir, el homomorfismo que lleva todo elemento en
el neutro.

Como F' es una extension de f, tenemos que foi = F', es decir:

Xty r oy

\I/

Y como cada una de ellas es continua (f es continua por ser f = F ‘ «)» podemos
inducir el diagrama a grupos fundamentales, obteniendo para cada zy € X:

m(X, 20) — m(R™, 20) —=— (Y, f(o))

~_, 7

flo]x) = Fulie(la]x)) = Fullalz) @ Fullen)en) = [raoly Vialx € m(X,20)

de donde:

donde en (%) hemos usado que R" es simplemente conexo.

Ejercicio 1.2.3. Se dice que un grupo G con operacién - es un grupo topolégico si
G tiene una topologia de forma que las aplicaciones producto e inversién

GxG — G
(z,y) — z-y

G — @G

r — 7t

son continuas. Sea e el elemento neutro en G:

a) Dados a, 5 € Q(G,e), se define a- 5 : [0,1] = G como (a - B)(t) = a(t) - B(t).
Demuestra que « - f € Q(G, e).

Hemos de probar que « - 5 es un lazo basado en e. Para ello:
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= « - 3 es continua, puesto que si consideramos:

d: GxG — G
(z,y) — -y

v: [0,1] — GxG
t — (aft),5())

Tenemos que - f = P o V:

(a-p)(t) = alt)- B(t) = ©(a(t), B(t)) = ©(¥(t))  Vte[0,1]
con ® continua por hipdtesis y ¥ continua por ser ¥ = («, 3), con sus
dos componentes funciones continuas, por ser arcos.

= Observemos que:

Con lo que a- § € Q(G,e).

b) Comprueba que (a*¢.) - (e, * ) = a* [ para cualesquiera a, 5 € Q(G, e).
Sean «, € Q(G,e), tenemos que:

((axee) - (eex B))(t) = (axee)(t) - (e % B)(F)

 a(2t) - e(2¢) si0<t<12
| ee(2t—1)-B8(2t—1) silfo<t<1

:{a(2t)-€ siogtgl/z}

[ a(2t) si0<t<12

e-B2t—1) site<t<1 _{B(Qt—l) siltle <t <1

= (a* B)(t) vt € [0, 1]

¢) Sean [al, [5] € (G, e). Prueba que la operacién [a] - [5] = [« - 5] esté bien
definida.

Sean «, o, 7,7 € Q(G, e) de forma que:

] =[], =0 (1.1)

hemos de probar que [a - y] = [/ - 7/]. De las igualdades (1.1) sabemos que
existen Hy, Hy : [0,1] x [0,1] — G aplicaciones continuas con:

Hi(s,0) = a(s), Hi(s,1) = d/(s), Hi(0,t) =e= Hy(1,t)
Hy(s,0) = ~(s), Hy(s,1) =+/(s), Hy(0,t) = e = Hy(1,1)

Si definimos H : [0,1] x [0,1] — G dada por:
H(s,t) = Hy(s,t) - Hy(s,t) V(s,t) € [0,1] x [0,1]
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tenemos que H es continua, ya que podemos verla como H = ® o (Hy, Hs), al
igual que inicmos en el apartado a), asi como que:

H(s,0) = Hi(s,0) - Ha(s,0) = a(s) - 7(s) = (- 7)(s)
H(s,1) = Hy(s,1) - Has, 1) = o/(s) - 7/(s) = (0 - /)(5)
H(0,t) = H1(0,t) - Hy(0,t) =e-e=e=e-e= Hy(1,t) - Hy(1,t) = H(1,1)

Con lo que H es una homotopia, lo que nos dice que [a -] = [/ - 7/], luego la
operacién estd bien definida.

d) Muestra que [a] - [8] = [a] * [5], para cada [a], [5] € m1 (G, e).
o] < [8] = laxed  [ee# Bl = [(a s 20) - (e % B)) 2 [ax 5] = [a] * [3]

e) Demuestra que (G, €) es abeliano.

Sean [a], [8] € m1(G, e), tenemos que:

[a] % [B] = [ax ] = [(a*e) - (cc* B)] = [a*ec] - [cc ¥ 8] = [ec x a - [B* &c]

e- B2t si0<t< Y
- H 0‘(215(—)1)-6 si 1/2<t</1 = [Bxa] =[F] *[q]

Ejercicio 1.2.4. Sean X un espacio topolégico y f,g: X — S™ aplicaciones conti-
nuas con g(x) # — f(z) para cada x € X. Prueba que f y g son homotdpicas. Deduce

que si f:S™ — S™ es continua y carece de puntos fijos, entonces f es homotdpica a
—Idgn.

Definimos H : X x [0,1] — Y dada por:

(1 —1)f(x) +tg(x)
11 =) f(2) + tg(x)ll2

= H estd bien definida (es decir, el denominador no se anula), ya que si tenemos
r € X ytel0,1] de forma que (1 —¢t)f(z) + tg(x) = 0, entonces:

(1 =8)f(z) = —tg()

H(z,t) =

V(z,t) € X x[0,1]

de donde:

L=t =1 =Df@)ll2 = (T =) f(@)ll2 = | = tg(@)ll2 = tllg(x)[l2 = ¢

por lo que ha de ser ¢ = 1/2. Sin embargo, la condicién g(z) # — f(x) implica
que f(z) # —12g(z), por lo que es imposible que el denominador se anule.

» H es continua.

= Observamos que:

Ha,0)= 1D ey HEy = 2D 0

I1f (@)1l @)l
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con lo que H es una homotopia entre f y g.

Sea ahora f :S™ — S"™ una aplicacién sin puntos fijos, entonces:
flz) #x=—(—x) = —(—Idsn)(x) Ve e S"

y si aplicamos la parte del ejercicio que acabamos de probar, obtenemos que f es
homotoépica a —Idgn.

Ejercicio 1.2.5. Sea p : R — B una aplicacién recubridora y b € B. Demuestra
que el subespacio topolégico p~({b}) C R tiene la topologia discreta.

Sea X = p~1({b}), como p es una aplicacién recubridora, podemos tomar un abier-
to Op que contiene a b y estd regularmente recubierto, con lo que existen {A;}cs
conjuntos abiertos de R de forma que:

pH(Op) = L"_'J A,

iel

Sear € X C p~1(Oy), tenemos entonces que existe un indice j € I de forma que
r € Aj. Veamos que A; no puede contener dos elementos distintos de X, pues si
r,r € A; N X, tenemos que:

Pl () =b=p|, (")

y como p| 4 A; = Oy es un homeomorfismo por ser p una aplicacién recubridora,
tenemos en particular que es inyectiva, luego r = r’. En definitiva, hemos probado
que si r € X, entonces existe un indice j € I de forma que {r} = X N A;, con A,
un abierto de R, por lo que {r} es un abierto de X, ¥r € X, con lo que X tiene la
topologia discreta.

Ejercicio 1.2.6. Demuestra que toda aplicacién recubridora es una aplicacion abier-
ta.

Sea p : R — B una aplicacién recubridora y U un abierto de R, queremos probar
que p(U) es un abierto de B. Para ello, sea y € p(U), existird x € R de forma que
p(x) = y. Como p es una aplicacién recubridora, existird O, abierto de B con y € O,
y de forma que O, estd regularmente recubierto, es decir, existe una familia {4, };c;
de abiertos disjuntos de R de forma que:

x € pil(Oy) = L"jAl

iel

con lo que tenemos un cierto indice j € I de modo que z € A;, luego x € U N A;,

siendo U N A; un conjunto abierto, como interseccién de conjuntos abiertos. Como

p‘ 4.+ Aj = Oy es un homeomorfismo por ser p una aplicacion recubridora, en
J

particular p}A‘ es abierta, luego p‘A_(U N A;) es un abierto contenido en p(U) N O,,
J J

que contiene a y. Como este procedimiento podemos repetirlo para todo y € p(U),
concluimos que p(U) es un abierto de B.
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Ejercicio 1.2.7. Sea p : R — B una aplicacién recubridora, con B conexo. De-
muestra que si p~!(bg) tiene k elementos para algiin by € B, entonces p~'(b) tiene k

elementos para todo b € B. En tal caso, se dice que R es un recubridor de k£ hojas
de B.

Sea:
A={z € B:p () tiene k elementos}

Como by € A, tenemos que A # (). Veamos que A es abierto y cerrado:

= Sia € A, existe un abierto regularmente recubierto O, de B que contiene a a,
con lo que existe una familia de abiertos {4;};c; de R de forma que:

p~(0.) = HA

el

y tal que p}Ai . A; = O, es un homeomorfismo, Vi € I. Para cada =z € O,

podemos construir la aplicaciéon @, : I — p~!(z) de forma que a cada indice i
le hace corresponder aquel elemento de A; cuya imagen por p es x.

e La aplicacién @, esta bien definida, pues si ¢ € I, como la aplicacién
p} 1 - Ai = O, es un homeomorfismo, ha de existir un tnico elemento
y € A; tal que p(y) = .

e &, es inyectiva, pues si i,j € I con ®,(i) = P,(j), entonces tenemos
y € A;NA; de forma que p(y) = z. Como la familia {A;};c; es disjunta,
ha de ser i = j.

e &, es sobreyectiva, pues si:

ye€pz) Cp(0,) = L{rJ A

entonces ha de existir y € A; para cierto indice i de forma que p(y) = z,
con lo que (i) = y.

En definitiva, ®, es biyectiva para cada x € O,. Como en particular p~!(a)
tiene k elementos, tendremos entonces que I tiene k elementos, de donde p~! ()
tiene k elementos, Vo € O,, con lo que O, C A. De donde deducimos que A
es abierto.

» Sea x € A, como p es recubridora, existe un abierto regularmente recubierto
O, de B que contiene a x. Como = € A, se verifica que Ja € O, N A. Como
O, estd regularmente recubierto, existe una familia de abiertos {A;}ic; de R
de forma que:

pil(Oa:) = L"_'J Az
iel
tal que p‘ 4, A; — O, es un homeomorfismo Vi € I. Al igual que antes, para
cada y € O, podemos construir la aplicacién @, : I — p~'(y) de forma que a
cada indice 7 le hace corresponder aquel elemento de A; cuya imagen por x es
y, obteniendo una aplicacién biyectiva. Como a € O, N A, tenemos que p~1(a)
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tiene k elementos, por lo que I ha de tener k£ elementos, de donde deducimos
que p~'(y) tiene k elementos, para todo y € O,. En particular, x € O,, de
donde p~!(z) tiene k elementos, es decir, z € A.

Ejercicio 1.2.8. Sean p; : X — Y y ps : Y — Z dos aplicaciones recubridoras.
Prueba que si p;*(z) es finito para todo z € Z, entonces p; o p; : X — Z es una
aplicacion recubridora.

Ejercicio 1.2.9. Consideremos una aplicaciéon recubridora p : R — B y la relacion
de equivalencia R, en R dada por

riR,re <= p(r1) = p(ra)

Demuestra que R/R, es homeomorfo a B.

Sabemos que p es continua y sobreyectiva. Ademas, el Ejercicio 1.2.6 nos die que p
es abierta, por lo que p es una identificacion, de donde si consideramos la aplicacién

p: R/R, — B
r] — p(r)

tenemos, por la teoria desarrollada en Topologia I, que p estd bien definida y es un
homeomorfismo, con lo que R/R, es homeomorfo a B.

Ejercicio 1.2.10. Sea p : R — B una aplicacién recubridora, con R arcoconexo y
B simplemente conexo. Prueba que p es un homeomorfismo.

Sabemos ya que p es continua, sobreyectiva y (por el Ejercicio 1.2.6) abierta, con lo
que bastara probar que p es inyectiva. Para ello, sean x,y € R con p(z) = z = p(y),
como R es arcoconexo existird un arco « : [0,1] — R que une x con y, con lo que
p o« es un arco uniendo p(z) con p(y), es decir, un lazo basado en z. Como B es
simplemente conexo, ha de ser [po a] = [&,].

Sea ahora (3 : [0,1] — R un levantamiento de ¢, es decir, po § = €,, queremos ver
que B es un lazo trivial. Para ello, si existiera ¢ € [0, 1] de forma que 3(t) ¢ p~(2),
entonces p(f(t)) # z = &,(t), con lo que 8 no seria un levantamiento de e, por lo
que ha de ser 5([0,1]) € p~!(z). Queremos ver ahora que (3 es constante:

Opcién 1. 8 es una aplicacién de un conjunto conexo en p~1(2), que en el Ejerci-
cio 1.2.5 vimos que tiene la topologia discreta, con lo que 5 ha de ser constante.

Opcién 2. Como p es una aplicacion recubridora, z estara contenida en cierto abier-
to O, de B regularmente recubierto, con lo que existe una familia de abiertos
{A;}icr de forma que:

pH(z) € pH(0:) = [H A
iel
con p| 1+ Ai = O, homeomorfismo Vi € I. Supongamos ahora que s, € [0, 1]

de forma que S(s) # B(t). Como ((s) € p~!(z), supongamos que (3(s) € A;,
con lo que tomando:

U=Ango1), V= W (4n8(0,1)
JeN{i}
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Tenemos que UNV =0, UUV = 5([0,1]) y que U y V son abiertos de
£([0,1]), por lo que ([0, 1]) no es conexo, lo que contradice que 5 es continua
y [0, 1] es conexo, contradiccién que viene de suponer que existen s,t € [0, 1]
con 3(s) # f(t). En consecuencia, 8 es constante.

Ahora, si fijamos x como preimagen de z, sabemos que existen respectivamente
tnicos levantamientos de p o a y de €, que empiezan en x. Como a(0) = x y « es
un levantamiento de p o ar, «v es el levantamiento que buscamos para p o «.. Si ahora
tomamos /3 aquel levantamiento de e, con $(0) = x, hemos probado anteriormente
que [ ha de ser constante, es decir, 5 = €,. Como ademads teniamos (por un resultado
visto en teoria) que [p o a] = [e.], tendremos pues que [a] = [¢,], de donde resulta
que « ha de ser un lazo basado en x, por lo que y = x, de donde p es inyectiva, por
lo que podemos concluir que p es un homeomorfismo.

Ejercicio 1.2.11. Dado un espacio topoldgico Y, prueba que estas afirmaciones son

equivalentes:
a) Y es contractil.

C

)
b) Para cualesquiera f, g : X — Y continuas se tiene que f y g son homotépicas.
) Cada aplicacién continua f : X — Y es nulhométopa.

)

d) La identidad Idy es nulhométopa.
e) Cada conjunto {yo} con yo € Y es un retracto de deformacién de Y.
Probamos las implicaciones:

a) = b) Si Y es contrictil, entonces existen yo € Y y una aplicacién continua
H:Y x[0,1] =Y de forma que:

H(y,0) =y, H(y,1)=yy VYyevY

Sean f,g: X — Y dos aplicaciones continuas, definimos H' : X x [0,1] = Y

dada por:
p g = d Hf(2),2t) si0<t <
1) = { H(g(x),2(1—1)) sil2<t<1

Y tenemos que:

« H' estd bien definida en 1/2, ya que:
H (J@).2+5) = #).1) = = o)) = 1 (s60).2 (1- 1))

» H’ es continua en X x [0,1/2] y en X x [!/2,1], como composicién de fun-
ciones continuas. Como ambos son conjuntos cerrados, podemos aplicar
el Lema del Pegado, para obtener que H' es continua.

» H’ es una homotopia entre f y g, puesto que:
H'(z,0) = H(f(2),0) = f(z), H'(z,1)=H(g(z),0)=g(x) VzeX
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b) = ¢) Para ver que cada aplicacién continua f : X — Y es nulhométopa (es de-
cir, que es homotdpica a una aplicacién constante), como cualquier aplicacién
constante es continua tendremos que es homotépica a f.

¢) = d) Idy es continua, luego nulhomotopa.

d) = a) Como Idy es nulhométopa, existen yo € Yy H : Y x [0,1] — Y de forma
que:
H(y,0) = Idy(y) =y, H(y,1)=w, VyeY

Por lo que {yo} es un retracto de deformacién de Y, luego Y es contractil.
Una vez tenemos que a), b), ¢) y d) son equivalentes:

b) = e) Dado yo € Y, consideramos Idy : Y — Y y la aplicacién fy : ¥ — Y
constantemente igual a 1y, ambas continuas, luego son homotépicas, es decir,
existe H : Y x [0,1] = Y de forma que:

H(y,0) =Idy(y) =y, H(y.1)=foly) =y VYyeyY
En otras palabras, tenemos que {yo} es retracto de deformacién de Y.
e) = a) Trivial.

Ejercicio 1.2.12. Prueba que X = ([0,1] x {0}) U ((K U {0}) x [0,1]) C R? es
contractil, donde K = {LX : m € N}.

Tenemos el conjunto de la Figura 1.3

Figura 1.3: Conjunto X.

Si consideramos la aplicacion H : X x [0,1] — X dada por:

(z,(1—2t)y) si0<t< o
H((z,y),1) _{ (2(1 —t)x,g) sila<t<1

Tenemos que:

= H esta bien definida, pues:

<x, <1 - i;) y) — (&, (1=1)y) = (,0) = (2 (1 _ %) x,O)
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» H es claramente continua en X x [0,1/2] y en X x [I/2,1], por lo que por el
Lema del Pegado obtenemos que H es continua.

= H cumple que:
H((z,y),0) = (z,9), H((z,9),1) = (0,0)  V(z,y) € X
Por lo que hemos probado que {(0,0)} es retracto de deformacion de X, luego X es
contractil.
Ejercicio 1.2.13. Sea f : R — R" una funcién continua. Definimos el conjunto:
Sp={(x,y,2) €R®: 2 + 4" = (£(2))°}
a) Estudia el conjunto Sy N {z = 2y} con 2z, € R.

Fijado 2y € R, tenemos que:

Sy Nz = 2} = {(@.,2) € B s 22 4 4 = ((20))°)

que se trata de una circunferencia de centro (0,0, zp) y de radio f(2p). Podemos
interpretar Sy como el sélido de revolucién obtenido a partir de la grafica de

f.
b) Demuestra que cualesquiera dos conjuntos Sy son homeomorfos entre si.

Sea f : R — R* una funcién continua, consideramos ® : S; — S' x R dada
por:

O(x,y,2) = ’ Y z
Y ) \/x2 + y27 \/$2 + y27

Asf como la aplicacién ¥ : S x R — S} dada por:

U(z,y,2) = (f(2)z, f(2)y, 2)

Es claro que ® y ¥ son continuas, asi como que:

O(V(r,y,2)) = D(f(2)z, f(2)y,2) =

{C Y (VI W N (S () VI
(F(2)(a? +92) /(1) (@2 + )

VU Jue)?
_ (f(z)x f(z)y7z> = (z,9,2) Y(z,y,2) €S' xR

B . y ) f(2)z f(2)y s
‘Il<q)(xvyvz))_\1j<\/x2+y2’\/x2+y27 ) (\/$2+y27\/$2+y27 )
_ <Mx 2?2 +y?-y ):(x,y,z) V(z,y,2) € Sf

Por lo que ® es un homeomorfismo.
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c¢) Calcula el grupo fundamental de S.

Dado (z,y,2) € Sy, el homeomorfismo @ anterior induce un isomorfismo:
®, : m(Sy, (z,y,2)) = m(S' x R, ®(z,y, 2))
Y como (St x R, ®(z, vy, 2)) = Z, tenemos que (S}, (z,y, 2)) = Z.
Ejercicio 1.2.14. Prueba que R X [0, +00[ no es homeomorfo a R?. ;Son del mismo

tipo de homotopia?

Por reduccién al absurdo, si R x [0, +oo| fuera homeomorfo a R?, existirfa un ho-
meomorfismo f : R x [0, +oo[ — R?, por lo que la restriccién de f
f‘(RX[D#OOD\{(O’O)} : (R x [0,4+00[) \ {(0,0)} — R*\ {f(0,0)} seguirfa siendo un
homeomorfismo, que induciria un isomorfismo entre sus grupos fundamentales.

Sin embargo, (R x [0, +00[)\{(0,0)} es un conjunto convexo, luego es simplemen-
te conexo y R?\ {f(0,0)} es homeomorfo a S, que tiene Z como grupo fundamental,
por lo que no pueden ser homeomorfos, contradicciéon que viene de suponer la que
R x [0, +o0[ y R? son homeomorfos.

Si son del mismo tipo de homotopia. Para verlo, veamos que R x [0, +o00[ es un
retracto de deformacién de R?, ya que definiendo H : R? x [0, 1] — R? dada por:

() si (2,y) € R x [0, +-00]
H((z,y),t) = { (x’%l —t)y) si (:c,Z) € R x |—00,0]

Tenemos que:
= H esta bien definida, puesto que:
(x,0) = (x,(1 —t)0), vt € [0, 1]
» H es continua, puesto que es continua en los cerrados R x [0, +o00[ x [0, 1],
R x |—00,0] x [0, 1], luego podemos aplicar el Lema del Pegado.
= Se verifica que:

H((l’,y),O) = (:an)v H((:L“,y),l) € R x [O7+OO[7 H((a’ b)7 1) = (a’ b)
Y(z,y) € R*  VY(a,b) € R x [0, 400

Por lo que R x [0, +o00o[ es retracto de deformaciéon de R? para r : R? — R X
[0, +00] dada por r(z,y) = H((x,y),1), que induce un isomorfismo entre grupos
fundamentales r, : m (R?, (z,y)) — m (R x [0,4+o00[,r(z,y)) VY(z,y) € R? luego
R x [0, +00[ y R? son del mismo tipo de homotopfa.

Ejercicio 1.2.15. Sea S un subespacio afin de R" de dimensién k£ < n — 2. Calcula
T (R™\ S).

» Para n = 2, tenemos que dimS =2 — 2 = 0, por lo que S = {p} para p € R%
Como R?*\ S = S! tenemos que:

m(R*\ S) =2 m (S 2 7Z
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= Para n = 3, tenemos que dimS = 3 — 2 = 1, por lo que S es una recta afin,
tenemos que para cierto punto p € R? los siguientes espacios topolégicos son
homeomorfos:

R*\ S = (R*\ {p}) x R=S' xR

de donde deducimos que:

MR\ S) 2m(S'xR)2m(SH) xm(R)2Z x {1} 27Z

= Para n > 3, tenemos que dimS = n — 2, por lo que tenemos que para cierto
punto p € R" los siguientes conjuntos son homeomorfos:

R"\ S = (R*\ {p}) x R"?=§! x R"?
de donde deducimos que:

m(R"\ S) 2m(S' x R 2 (SHYx m(R" ) 2Z x {1} 27Z

Ejercicio 1.2.16. Prueba que si X es de Hausdorff y A C X es un retracto de X,
entonces A es cerrado en X. Deduce que una bola abierta en R™ no es un retracto
de R™. ;Lo es una bola cerrada?

Para probar que A es cerrado, veamos que X \ A es abierto. Para ello, sea x € X\ A,
tendremos entonces que a = r(z) # x. Como X es de Hausdorff, podemos encontrar
abiertos U,, U, con:

x € Uy, acU, U,NU, =0

Si consideramos W = U, N r‘l(Ua), tenemos que W es abierto como interseccion de
dos abiertos, asi como que x € W. Si existiera b € W N A, tendriamos entonces que
be U, Nnr 1 (U,) N A, por lo que:

U sb=rb)elU,=beU,NU,

contradiccién que viene de suponer que WNA # (), luego x € W C X \ A, de donde
X \ A es abierto.

Sea B(xz,r) C R"™ una bola abierta para ciertos puntos z € R", r € R, esta no
puede ser un retracto de R™ puesto que no es cerrada, ya que si tomamos como
t, una sucesiéon de puntos del intervalo [0, r[ convergente a r (por ejemplo r — %),

tenemos entonces que {:1: + ﬁtn} es una sucesién de puntos de B(z,7):

T x|l
T+ —1t,—T =t,<r
[E4l [Fal
convergente a x + rﬁ, con:
I s A
k4l k4l |l ’
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Sea ahora B(z,r) € R"™ una bola cerrada para ciertos puntos x € R", r € R*,
podemos construir la aplicacién r : R®™ — B(z,r) dada por:

Jy siy € E(:L‘,’I“)
r(y) = { c(y) siy e R\ Blz,r)

donde ¢(y) es la aplicacién que a cada punto y le hace corresponder aquel punto de
la semirrecta con origen en x y que pasa por y con mddulo r. En teoria vimos en un
ejemplo parecido que la aplicacién ¢ era continua, por lo que aplicando el Lema del
Pegado vemos que r es continua, asi como que:

r(y)=y  Vy€B(ar)
por lo que B(z,7) es un retracto de R™.

Ejercicio 1.2.17. En este ejercicio demostraremos que un abierto de R? no puede
ser homeomorfo a un abierto de R™ si n > 3. Supongamos que f : U — V es un
homeomorfismo entre abiertos no vacios U C R y V C R? con n > 3.

a) Prueba que existen bolas abiertas B; C Uy By, By C V (estas tltimas con el
mismo centro yo € R?) tales que B) C f(B) C Bs.

b) Sii: B\ {y} — B2\ {wo} es la inclusion, deduce de a) que el homomorfismo
inducido en cualquier punto i, es trivial.

¢) Prueba que B} \ {yo} es un retracto de deformacién de By \ {y}. Concluye
que 7, es un isomorfismo no trivial, lo que contradice b).

Ejercicio 1.2.18. Demuestra que el sistema de ecuaciones:
xr —arctg(z? —y?) =2
1
cos(z) + sen(zy?) + e* +e¥° + = = —5
Y

tiene al menos una solucién en R?.

Ejercicio 1.2.19. Sean M una matriz cuadrada real de orden 3 por 3 cuyas en-
tradas son nimeros reales positivos y f : R® — R? la aplicacién lineal f(v) = Mv.
Demuéstrese que:

a) El conjunto A = {(z,y,2) € S : 1,290,235 > 0} es homeomorfo al disco
cerrado D.

b) La aplicacién g : A — S? dada por g(v) = ‘ﬁzg' estd bien definida y g(A) C A.

c¢) f tiene un valor propio real y positivo.

Ejercicio 1.2.20. Teorema de Lusternik-Schnirelmann. Demuestra que si S? es la
union de tres subconjuntos cerrados C7, Cy, C3, entonces alguno de ellos contiene
dos puntos antipodas. Para ello prueba que la funcién f : S? — R? dada por

f(x) = (dist(x,Ch), dist(x, Cs))
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tiene un punto o € S* tal que f(z9) = f(—=), donde dist(-,-) denota la funcién
distancia en R3.

Sean C}, Oy, Cy tres subconjuntos cerrados de S? tales que:
CLUC,UCs =§?
definimos la aplicacién f : S? — R? dada por:
f(z) = (dist(x,Cy), dist(z,Cy) Vo € S?

donde:
dist(z,C;) = min{d(z,c) : c € C;} ie€{1,2,3}

como cada aplicacion x +— dist(x,C;) es continua, tenemos que la aplicacién f
es continua, y si aplicamos el Teorema de Borsuk-Ulam tenemos que 3z, € S? de
forma que:

(dist(xg, Ch),dist(xg, C2)) = f(xo) = f(—x0) = (dist(—xq, C1), dist(—xg, Cy))
de donde:

dist(xg, Cy) = dist(—xq, Ch), dist(xg, Cy) = dist(—xq, Cs)
distinguimos casos:

» Si dist(xg, CY),dist(xg,Cy) > 0, tenemos entonces que tanto zp como —xg
estan en Cjs.

» Si dist(xg,Cy) = 0, tenemos que g, —zg € C}.

» Si dist(xg, Cy) = 0, tenemos que g, —zg € Cs.
Ejercicio 1.2.21. Calcula 7;(X) en los siguientes casos:
X =S*U (D x {0}).

— (8" x [, 1) U (D x {-1,1}).

a)
) X
) X={(z,y,2) eR¥: 22+ 9> = (24+1)>, -1 <2< 0} U (SN {z > 0}).
)

b

d) X =S51US UL, donde Sy, .95 son cerrados disjuntos simplemente conexos de
R™ y L C R™ es un segmento tal que LN S; = {x;}, 1 = 1,2.

e) X C R3 es la unién de una circunferencia y de una esfera que se tocan en un
unico punto.

f) X =S2U{(z,y,2) e R®: 9> + (2 — )2:1}U{(x,y, 2)eER3 1y +(z+2)

).

g) X =S, U(S! x {0})US,, donde S y Sy son, respectivamente, las esferas de
radio 1 centradas en el (0, —2,0) y en el (0,2,0).

24 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Topologia II 1.2. El grupo fundamental

h) X C R? es la unién de las tres circunferencias de radio 1 centradas en los
puntos (_270)7 (070> y (270)

Ejercicio 1.2.22. Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:
a) Sean aq,ay, 1, B2 € Q(X, o) con [ag x (1] = [ag * Bs]. Entonces [aq] = [an] ¥

[51] = [52]~

Es falsa, puesto que si consideramos X = S!, zy = (1,0), el arco:
a(t) = (cos(2nt),sen(2wt)) Vi €[0,1]

Y tomamos:
o) = a = B, 062:5:;:0:51

Tenemos que [au] # [aa], [B1] # [B2] v [ov * Bi] = [z * Ba].

b) Sean f: A — Y una aplicacién continua con A C X y X simplemente conexo.
Si existe F': X — Y continua con F ‘ 4 = [/, entonces f, es trivial.

Es verdadera, como F' es una extension de f, tenemos que f o = F', es decir:

At v x Iy

Y como cada una de ellas es continua, podemos inducir el diagrama a grupos
fundamentales, obteniendo para cada xq € A:

T (A, z0) — 1 (X, 20) —— 11 (Y, f(20))

de donde:

fullda) = Fu(iu([da)) = Fu(lalx) = Fulleaolx) = [eraoly  Viala € mi(A, z)
donde en (%) hemos usado que X es simplemente conexo.

c) Si f: X — Y es continua y nulhométopa, entonces f, es trivial.

Veradera, si f : X — Y es continua y nulhométopa, existe entonces una
constante yy € Y de forma que la aplicaciéon constantemente igual a

c: X — Y
T — Yo
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sea homotépica a f, es decir, existe una aplicacién continua H : X x[0,1] = Y
de forma que:

H(z,0) = f(x), H(z,1) = c(z) = yo Ve e X

En esta caso, hemos visto en teoria que para cada ry € X existe un isomorfismo
o :m (Y, f(z0)) = m1(Y,90) que hace conmutar el siguiente diagrama:

m(Y, f(20))
e
T (Xa 3:0) s
T <Y7 yO)
De donde deducimos que:
f* = 30_1 O Cy

Luego si tomamos a € Q(X, ), tenemos que:

fo(lad) = ¢ Heu([a])) = v (e o al) = 07 ([eg]) = [efe0)]
de donde deducimos que f, es trivial.
d) Si f: X — S™ es continua y no sobreyectiva, entonces es nulhométopa.

e) Si X es simplemente conexo y A C X un retracto de X, entonces A es sim-
plemente conexo.

Verdadera, puesto que si A es un retracto de X, entonces fijado zo € A la
aplicacién inclusién 7 : A — X induce un monomorfismo entre grupos funda-
menteales i, : 7 (A, xg) = m (X, 29). Como

m (X, z) = {1}
ha de ser m (X, zg) = {1}.

f) Si f: X — Y escontinua e inyectiva con f(x¢) = yo entonces el homomorfismo
fe:m (X, 20) = m1(Y, 90) es un monomorfismo.

Falsa, puesto que la aplicaciéon inclusion

i: St — R?
r —

es continua e inyectiva, y si tomamos z¢ € X, yo = f(z¢), tenemos el homo-
morfismo 7, : 71 (S, z¢) — 71 (R?, ) que no es inyectivo, puesto que:

7T1(817I0) = Zv 7Tl(]RQaJ;O) = {1}

g) Sea f: X — Y una equivalencia homotépica y A C X. La restriccion f | a4
A — f(A) es una equivalencia homotopica.
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h)
i)

)

S! no tiene ningtin retracto de deformacién A # S

Existe un homeomorfismo de R? que intercambia las componentes conexas de
R?\ St

Si A es un retracto del disco unidad cerrado de R?, entonces toda aplicacién
continua f : A — A tiene al menos un punto fijo.

Verdadera, si A es un retracto de ID tenemos entonces que existe r : D — A
continua de forma que r(a) = a Va € A. Sea ahora una aplicacién continua
f A — A, tenemos que la aplicacién h : D — D dada como la siguiente
composicion de funciones continuas:

D—"sA-—J 4 i,p

tiene un punto fijo por el Teorema de Brouwer, es decir, existe xg € D de forma
que:

zo = h(wo) = i(f(r(z0))) = f(r(x0))
como f toma valores en A tenemos que zy € A, por lo que r(xy) = o, con lo
que:

xo = f(r(wo)) = f(x0)

Por lo que f tiene un punto fijo.
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